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1 Introduction
On sait depuis les travaux de Philippon [10] [11] [12], puis Bost, Gillet, Soule´
[3] dans le cadre de l’intersection arithme´tique, comment de´finir la hauteur
des varie´te´s projectives ; l’ide´e e´tant de conside´rer un point comme une
varie´te´ de dimension ze´ro et de ge´ne´raliser ceci en dimension supe´rieure.
De meˆme que dans le cas des points, on sait pour les varie´te´s abe´liennes
munies d’un fibre´ en droites ample et syme´trique de´finir une hauteur parti-
culie`rement agre´able : la hauteur canonique ĥL, ou hauteur normalise´e. En
dimension ze´ro, il existe un the´ore`me caracte´risant les points de hauteur nor-
malise´e nulle ; c’est un re´sultat de Kronecker dans le cas de Gm. Philippon
[12] (dans le cas d’un produit de courbes elliptiques) puis Zhang [18] et
David-Philippon [5] dans le cas ge´ne´ral ont montre´ comment ge´ne´raliser ce
re´sultat pour caracte´riser les sous-varie´te´s de hauteur normalise´e nulle : ce
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sont les translate´es d’une sous-varie´te´ abe´lienne par un point de torsion. On
dit qu’une telle sous-varie´te´ est une sous-varie´te´ de torsion. La re´ponse a`
cette question re´soud a` une conjecture de Bogomolov. Ceci e´tant, on peut
se demander comment minorer la hauteur normalise´e d’une sous-varie´te´ de
hauteur non-nulle d’une varie´te´ abe´lienne. Dans leur article [5], David et
Philippon ont formule´ un proble`me ge´ne´ral (le proble`me 1.7) contenant cette
question. En terme du degre´ de´fini ci-dessous, on peut notamment faire
ressortir de la discussion suivant la formulation de leur proble`me l’e´nonce´
suivant :
Conjecture 1 (David-Philippon) Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur
un corps de nombres k, munie d’un fibre´ ample et syme´trique L. Soit V
une sous-varie´te´ stricte de A sur k, k-irre´ductible et qui n’est pas re´union
de sous-varie´te´s de torsion, alors, on a l’ine´galite´
ĥL(V )
degL(V )
≥ c(A,L) degL(V )
− 1
s−dimV ,
ou` s est la dimension du plus petit sous-groupe alge´brique contenant V , et
ou` c(A,L) est une constante ne de´pendant que de A et de L.
1.1 Degre´ et hauteur
Soient k un corps de nombres suppose´ plonge´ dans C, et Ok son anneau
d’entiers. On dira que V est une varie´te´ alge´brique sur k si V est un k-
sche´ma de type fini ge´ome´triquement re´duit. On dira que G est un groupe
alge´brique sur k si c’est une varie´te´ en groupes sur k. On dira que A est une
varie´te´ abe´lienne de´finie sur k si c’est un groupe alge´brique connexe propre
et lisse sur k. Par sous-varie´te´ on entendra toujours sous-varie´te´ ferme´e.
De´finition 1 On dit qu’une varie´te´ abe´lienne simple A/k sur un corps
de nombres est de type C.M. si son anneau d’endomorphismes tensorise´
par Q contient (apre`s e´ventuellement extension du corps de base) un corps
commutatif F de dimension 2 dimA sur k. Une varie´te´ abe´lienne A/k est
dite de type C.M. si son anneau d’endomorphismes tensorise´ par Q contient
un produit de corps de nombres K1×· · ·×Kr tels que
∑
[Ki : Q] = 2 dimA.
Soit X une varie´te´ projective munie d’un plongement ϕL : X →֒ P
n
k de´fini
par un fibre´ L tre`s ample sur X . Si O(1) de´note le fibre´ standard sur PnOk ,
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on a ϕ∗LO(1)k ≃ L. On note O(1) le fibre´ standard muni de la me´trique
de Fubini-Study. Si V est une sous-varie´te´ de X , on note VL l’adhe´rence
sche´matique de ϕL(V ) dans P
n
Ok
.
De´finition 2 Si L est un fibre´ ample sur une varie´te´ abe´lienne A, et V une
sous-varie´te´ de A, on de´finit le degre´ de la varie´te´ V relativement a` L, et on
note degL V l’entier deg
(
c1(L)
dimV · V
)
ou` deg est le degre´ projectif usuel
d’un 0-cycle.
De´finition 3 On appelle hauteur de la varie´te´ V associe´e a` L, et on note
hL(V ) le re´el hO(1)(VL) ou` hO(1)(.) est la hauteur, au sens de Bost-Gillet-
Soule´ [3], associe´e au fibre´ hermitien O(1).
Remarque 1 Par le the´ore`me 3 p. 366 de [17], hL(V ) coincide avec la
hauteur h(fV,L) de Philippon, telle que de´finie au paragraphe 2. de [12],
ou` fV,L est une forme e´liminante de l’ide´al de de´finition de ϕL(V ) dans
k[X0, . . . , Xn]. (Le terme d’erreur de [17] disparait du fait du changement
de normalisation pour la hauteur de Philippon entre les articles [10] et [12]).
De´finition 4 Dans le cas ou` X = A est une varie´te´ abe´lienne, et ou` L
est de plus syme´trique, Philippon [12], puis Zhang [18] avec des me´thodes
arakeloviennes, ont montre´ en utilisant un proce´de´ de limite a` la Ne´ron-
Tate, comment de´finir une hauteur canonique, note´e ĥL(.), sur l’ensemble
des sous-varie´te´s de A. Cette hauteur ve´rifie notamment : si X est une
sous-varie´te´ de A, de stabilisateur GX , et si n est un entier, alors,
ĥL ([n](X)) =
n2(dimX+1)
| ker [n] ∩GX |
ĥL(X).
De´finition 5 Soit A/k une varie´te´ abe´lienne. On dit que V est une sous-
varie´te´ de torsion de A si V = a + B avec a ∈ Ators et B une sous-varie´te´
abe´lienne de A.
D’apre`s les re´sultats de Philippon [12], David-Philippon [5] et Zhang [18],
on a, si V est une sous-varie´te´ de A/k de´finie sur une extension finie K/k,
ĥL(V ) = 0 si et seulement si V est une sous-varie´te´ de torsion.
De´finition 6 Soient V une sous-varie´te´ de A sur k, et θ un nombre re´el
positif. On pose V (θ,L) =
{
x ∈ V (k) / ĥL(x) ≤ θ
}
. On de´finit alors le
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minimum essentiel de V , et on note µˆessL (V ) le re´el
µˆessL (V ) = inf
{
θ > 0 / V (θ,L) = V
}
.
1.2 Re´sultats
Dans la direction de la conjecture 1, on a le re´sultat suivant (cf. corollaire
2 de [14]) :
The´ore`me 1 Si A est une varie´te´ abe´lienne de type C.M., L un fibre´ en
droites ample et syme´trique de A, et si V est une sous-varie´te´ alge´brique
stricte de A sur k, k-irre´ductible et qui n’est pas re´union de sous-varie´te´s
de torsion, alors, on a l’ine´galite´
ĥL(V )
degL(V )
≥ µˆessL (V ) ≥ c(A,L) degL(V )
− 1
n−dimV (log(3 degL(V )))
−κ(n) ,
ou` n est la dimension du plus petit sous-groupe alge´brique contenant V , et
ou` κ(n) est une constante effectivement calculable ne de´pendant que de n
(par exemple κ(n) = (2n(n + 1)!)n+2 convient).
On se restreint dans cet article au cas particulier des hypersurfaces V
d’une varie´te´ abe´lienne de type C.M. Dans ce cas et sous les hypothe`ses
du the´ore`me pre´ce´dent, on a ne´cessairement n = g. En effet, par de´finition
n appartient a` {g− 1, g}. De plus, si n e´tait e´gal a` g− 1, alors V serait une
re´union de sous-varie´te´s de torsion, ce qui contredit l’hypothe`se faite sur V .
Ainsi, dans le cas des hypersurfaces, la conjecture est la suivante :
Conjecture 2 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, et en supposant de plus que
V est hypersurface de A, on a l’ine´galite´
ĥL(V ) ≥ c(A,L),
ou` c(A,L) est une constante ne de´pendant que de A et de L.
De meˆme, le the´ore`me 1 se spe´cialise en
The´ore`me 2 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, et en supposant que V est
une hypersurface de A, on a l’ine´galite´
ĥL(V ) ≥ degL(V )µˆ
ess
L (V ) ≥ c(A,L) (log(3 degL(V )))
−κ(g) ,
ou` g est la dimension de A, et ou` κ(g) est une constante effectivement cal-
culable ne de´pendant que de g (par exemple κ(g) = (2g(g+1)!)g+2 convient).
4
Dans ce cadre restreint aux hypersurfaces, on montre un re´sultat sensible-
ment plus fin en direction de la conjecture 2 : on peut prendre pour κ une
valeur absolue, inde´pendante de g. En notant δi,j le symbole de Kronecker
(valant 1 si i = j et 0 sinon), on de´montre ici le re´sultat suivant :
The´ore`me 3 Si A est une varie´te´ abe´lienne de type C.M., L un fibre´ en
droites ample et syme´trique de A, et si V est une hypersurface irre´ductible
de A sur k qui n’est pas re´union de sous-varie´te´s de torsion, alors, on a
l’ine´galite´
ĥL(V ) ≥ degL(V )µˆ
ess
L (V ) ≥ c(A,L)
(log log degL V )
1+2δg−s,1
(log degL V )
2+δg−s,1
,
ou` s est la dimension du stabilisateur de V .
Notons que δg−s,1 = 0 sauf si A/k est le produit E×B d’une courbe elliptique
E/k et d’une varie´te´ abe´lienne B/k, et si V est de la forme {P} × B, ou`
P est un point k-rationnel de E qui n’est pas de torsion. Dans ce cas, en
supposant que A/k est une courbe elliptique, L le fibre´ associe´ au diviseur
3(0), et ou` V = {P} est l’ensemble des conjugue´s d’un point non de torsion
P ∈ A(K) dans une extension finie D = [K : k], on retrouve exactement le
re´sultat de Laurent [9] sur le proble`me de Lehmer elliptique, a` savoir
ĥ(P ) ≥
c(A)
D
(
log logD
logD
)3
.
Dans le cas d’une “vraie” hypersurface, (i.e., quand δg−s,1 = 0), on obtient
une minoration un peu meilleure.
La de´monstration suit fondamentalement les ide´es (et reprend une grande
partie des preuves) de l’article de David-Hindry [4] concernant le proble`me
de Lehmer pour les points d’une varie´te´ abe´lienne. Il s’agit en fait d’une
extension d’un travail de Amoroso-David [1] concernant le cas des tores,
au cas des varie´te´s abe´liennes de type C.M. On fait un raisonnement par
l’absurde, et on se fixe une hypersurface V contredisant la conclusion du
the´ore`me. La preuve consiste essentiellement en une preuve de transcen-
dance classique. On commence tout d’abord par construire une fonction
auxiliaire, nulle avec un grand ordre sur V . Pour cela on met en oeuvre
une astuce duˆe a` Amoroso-David (qu’ils introduisent dans [1]) permettant
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de se ramener a` un syste`me d’e´quations fini et de hauteur controle´e. Ceci
nous permet d’appliquer un lemme de Siegel pour construire la fonction
auxiliaire F . La deuxie`me partie de la preuve, l’extrapolation, consiste a`
montrer que F continue a` s’annuler avec un ordre relativement grand sur
les transforme´es αv(V ) de V par certaines isoge´nies αv ou` v de´crit un en-
semble de places finies convenables du corps de de´finition k (les αv sont des
releve´es sur A/k des morphismes de Frobenius en caracte´ristique finie pv.
C’est pour assurer l’existence de ces isoge´nies que l’on se restreint au cas
C.M.). Il s’agit d’une extrapolation aux places v-adiques. L’ide´e pour mon-
trer ceci est d’appliquer une ge´ne´ralisation du petit the´ore`me de Fermat :
c’est la me´thode employe´e pour la premie`re fois par Dobrowolski [6] dans
le cas du proble`me de Lehmer sur Gm. Cette ide´e a ensuite e´te´ reprise par
Laurent [9] dans le cas des courbes elliptiques a` multiplication complexes
puis e´tendue au cas des varie´te´s abe´liennes de type C.M. par David-Hindry
[4]. C’est cette dernie`re ge´ne´ralisation que nous allons reprendre. Ceci e´tant
fait, il suffit pour conclure d’appliquer le the´ore`me de Be´zout ge´ome´trique
pour aboutir a` une contradiction (pour peu que les diffe´rents parame`tres
intervenant dans l’e´tape de transcendance aient e´te´s convenablement choi-
sis). Pour cette dernie`re e´tape, on a besoin d’avoir une bonne minoration
du degre´ de l’union des αv(V ). Ceci se fait en suivant les calculs de [4].
Remerciements : Je tiens a` remercier Sinnou David pour m’avoir sugge´rer
l’e´criture de cet article, et je tiens e´galement a` remercier Marc Hindry pour
les nombreuses discussions que nous avons eu sur le sujet.
2 Frobenius, isoge´nies admissibles et de´riva-
tions
2.1 Morphismes de Frobenius
On commence par introduire quelques notations :
Si k est un corps de nombres, on note Ok son anneau d’entiers, v une place
finie de k, et kv le corps re´siduel associe´ a` v.
Si A/k est une varie´te´ abe´lienne, on note A/Ok son mode`le de Ne´ron, et
Av/kv la fibre spe´ciale correspondant a` la place finie v. Rappelons la pro-
prie´te´ universelle du mode`le de Ne´ron : si X /Ok est lisse, de fibre ge´ne´rique
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X/k, tout k-morphisme X → A se rele`ve de manie`re unique en un Ok-
morphisme X → A.
Sur la varie´te´ Av/kv, on dispose d’un endomorphisme particulier : le mor-
phisme de Frobenius Frobv, correspondant en coordonne´es projectives a`
l’e´le´vation a` la puissance q = N(v), ou` N(v) est la norme K/Q de v.
La proprie´te´ universelle du produit fibre´ Av = A×Ok kv permet d’associer
naturellement a` tout Ok-endomorphisme de A un kv-endomorphisme de Av.
En utilisant la proprie´te´ universelle du mode`le de Ne´ron, on en de´duit une
fle`che naturelle
Ψ : Endk(A)→ Endkv(Av).
Cette fle`che n’est en ge´ne´ral pas surjective, mais on peut par contre montrer
qu’elle est injective aux places de bonne re´duction. Dans le cas C.M., un
the´ore`me de Shimura-Taniyama permet d’affirmer que le morphisme Frobv
se rele`ve en presque toutes places :
Proposition 1 (Shimura-Taniyama) Soit A/k une varie´te´ abe´lienne de ty-
pe C.M. Notons
∏r
i=1Ki le produit de corps de nombres qui est inclus dans
Endk(A)⊗Q et tel que
∑r
i=1[Ki : Q] = 2 dimA. On suppose que le corps de
nombres k contient tous les Ki, et que
∏r
i=1OKi est inclus dans Endk(A).
Alors, pour presque toutes places, l’endomorphisme Frobv se rele`ve en un
k-endomorphisme αv de A. On appelera morphisme de Frobenius sur A un
tel endomorphisme.
De´monstration C’est le Theorem 1 paragraphe III.13 de [16]. 
Ce sont ces morphismes de Frobenius sur A/k qui vont nous permettre
d’e´crire l’e´tape d’extrapolation.
Remarque 2 En fait on pourrait spe´cifier les places qu’il faut exclure
dans la proposition, mais nous n’en aurons pas besoin. Par ailleurs, pour
pouvoir appliquer le the´ore`me, il faut ve´rifier deux conditions : la premie`re
est toujours satisfaite quitte a` faire une extension de degre´ borne´ de k. La
seconde n’est pas toujours satisfaite, mais on peut toujours trouver une
varie´te´ abe´lienne isoge`ne qui la ve´rifie.
Quitte a` faire une extension de degre´ borne´ de k, et quitte a` prendre une
varie´te´ abe´lienne isoge`ne a` la varie´te´ de de´part, on supposera de´sormais
toujours que les hypothe`ses de la proposition 1 sont satisfaites.
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2.2 Isoge´nies admissibles
On rappelle la notion d’isoge´nie admissible telle qu’introduite dans [4].
De´finition 7 Soient A une varie´te´ abe´lienne et L un fibre´ ample sur A.
Une isoge´nie α de A est dite admissible par rapport a` L si
1. α est dans le centre de End(A).
2. il existe un entier q(α) appele´ poids de α tel que α⋆L ≃ L⊗ q(α).
Remarque 3 En fait la condition (1) ne sert qu’a simplifier l’e´nonce´ du
lemme 3. C’est la condition (2) qui importe vraiment. Les seules isoge´nies
qui nous inte´resseront sont les releve´es αv des morphismes de Frobenius qui
sont admissibles (cf. la Proposition 2).
Lemme 1 Soient A une varie´te´ abe´lienne de dimension g munie d’un fibre´
en droites tre`s ample L, et α une isoge´nie admissible relativement a` L, de
poids q = q(α). Dans le plongement projectif de A, associe´ a` L, A →֒ Pn,
on a :
1. card (ker(α)) = qg,
2. pour toute sous-varie´te´ V de A de stabilisateur GV , on a
degL (α(V )) =
qdim(V )
|GV ∩ ker(α)|
degL(V )
De´monstration Le point (1) est facile : par de´finition, α⋆L ≃ L⊗q. On a
donc,
qg degL(A) = degL⊗q(A) = degα⋆L(A) = |ker(α)| degL(A).
L’amplitude de L nous assure que le dernier degre´ est strictement positif.
On simplifie pour conclure. Pour le point (2), il s’agit du point (ii) du
lemme 6. de [7]. 
Lemme 2 Soient G un sous-groupe alge´brique de la varie´te´ abe´lienne A/k,
L un fibre´ tre`s ample sur A, et α une isoge´nie admissible relativement a` L
de poids q(α) de A. On a
q(α)dimG ≤ card (ker(α) ∩G) ≤
[
G : G0
]
q(α)dimG.
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De´monstration On note que[
G : G0
]
card
(
ker(α) ∩G0
)
≥ card (ker(α) ∩G) ≥ card
(
ker(α) ∩G0
)
.
La restriction de α a` la sous-varie´te´ abe´lienne G0 est encore une isoge´nie
admissible de poids q(α) pour (G0,L|G0) (cf. Lemme 2.4. point (ii) de [4]).
Par le point (1) du lemme 1 pre´ce´dent, on en de´duit que le cardinal du
noyau de cette isoge´nie α|G0 est q(α)
dimG0 . 
Soit V une sous-k-varie´te´ stricte de A, k-irre´ductible. Le lemme suiv-
ant (dont l’origine remonte a` Dobrowolski [6]) montre que les images par
une isoge´nie admissible de ses composantes ge´ome´triquement irre´ductibles
sont essentiellement distinctes. On commence pour cela par donner une
de´finition :
De´finition 8 Soient A une varie´te´ abe´lienne et L un fibre´ en droites ample
sur A. Deux isoge´nies admissibles de A par rapport a` L sont dites premie`res
entre elles si leurs poids sont premiers entre eux.
Lemme 3 Soient A une varie´te´ abe´lienne sur k de dimension g ≥ 1, L
un fibre´ en droites tre`s ample sur A, V une sous-k-varie´te´ stricte de A,
irre´ductible sur k. Si V n’est pas une re´union de sous-varie´te´s de torsion
de A, on a :
1. Pour tout couple (α, β) d’isoge´nies admissibles pour L, de poids dis-
tincts, pour tout σ ∈ Gal(k/k), et pour toute composante ge´ome´tri-
quement irre´ductible W de V , les sous-varie´te´s α(W ) et β (σ(W ))
sont distinctes.
2. Soit P un ensemble d’isoge´nies admissibles pour L, deux a` deux pre-
mie`res entre elles. Notons V1, . . . , VM les composantes ge´ome´trique-
ment irre´ductibles de V , et notons Q le sous-ensemble de P de´fini
par
Q = {α ∈ P / ∃i, j, 1 ≤ i < j ≤M, α(Vi) = α(Vj)} .
Le cardinal de Q est majore´ par logM
log 2
.
De´monstration Dans ce contexte il s’agit de la proposition 2.7. de [4] 
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On conclut ce paragraphe en “rappelant” que les morphismes de Frobenius
sur A/k sont des isoge´nies admissibles :
De´finition 9 Soient A une varie´te´ abe´lienne et L un fibre´ en droites ample
sur A. Suivant Mumford , on dit que L est totalement syme´trique si L est
le carre´ d’un fibre´ syme´trique.
Le the´ore`me de Lefschetz (cf. par exemple le Theorem A.5.3.6 de [8]) nous
indique que si L est un fibre´ ample, alors L⊗3 est tre`s ample.
Proposition 2 Soient A/k une varie´te´ abe´lienne de type C.M. ve´rifiant
les hypothe`ses de la proposition 1, et L un fibre´ tre`s ample et totalement
syme´trique sur A. Soit αv un morphisme de Frobenius sur A pour la place
finie v. Alors, αv est une isoge´nie admissible pour L de poids q(α).
De´monstration C’est la proposition 3.3. de [4]. 
3 Donne´es
3.1 Situation
De´finition 10 On dit qu’une sous-varie´te´ X de Pn est projectivement
normale si son anneau de coordonne´es S(X) est un anneau normal (i.e.,
inte´gralement clos).
On peut montrer (cf. par exemple Birkenhake-Lange [2] p. 190-193) que
X ⊂ Pn est projectivement normale si et seulement si elle est normale, et
pour tout d ≥ 0 la fle`che naturelle
H0(Pn,OPn(d))→ H
0(X,OX(d))
est surjective.
Concernant les varie´te´s abe´liennes plonge´es de manie`re projectivement nor-
male, on a le re´sultat suivant que l’on trouve dans [2] theorem 3.1 p. 190.
Proposition 3 Soient A/k une varie´te´ abe´lienne, et L un fibre´ ample sur
A. Pour tout n ≥ 3, le fibre´ L⊗n de´finit un plongement projectivement
normal de A dans un espace projectif Pn.
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Soient A/k une varie´te´ abe´lienne sur un corps de nombres, munie d’un fibre´
syme´trique ample L. Quitte a` travailler avec L⊗4 plutoˆt qu’avec L, on
peut supposer que L est tre`s ample, totalement syme´trique et de´finit un
plongement projectivement normal de A dans un projectif Pn. On note
M = L ⊠ L le fibre´ sur A × A associe´ a` L. Soit V une k-hypersurface
irre´ductible de A. On note IV l’ide´al de de´finition de V dans Pn. Si N est
un entier, on a
V ⊂ A
i
→֒ A× A →֒ Pn × Pn →֒
Segre
P(n+1)2−1
x 7→ (x, [N ]x)
Soient L et T deux entiers. On note {s0, . . . , sl} une base de H
0(A×A,M).
On peut, par projective normalite´, choisir une base {Q1, . . . , Qm} du k-
vectoriel H0
(
A× A,M⊗L
)
telle que tous les Qi sont homoge`nes de degre´
L en les sj. De plus, on peut aussi voir les si comme des (1, 1)-formes
homoge`nes de k[X,Y] ou` X = (X0, . . . , Xn), et Y = (Y0, . . . , Yn). Enfin on
note TB l’espace tangent a` l’origine de la sous-varie´te´ abe´lienne B = i(A)
de A× A de´finie par y = [N ]x.
3.2 Choix des parame`tres
Soit C0 un re´el positif, on note s la dimension du stabilisateur de V , et δi,j
le symbole de Kronecker (valant 1 si i = j et 0 sinon). On pose
N1 =
[
Cg+20 (log degL V )
1+δg−s,1 (log log degL V )
1−2δg−s,1
]
,
m =
 log
(
C
g+1
2
0 (degL V )
1
2 (log degL V )
1
2 (log log degL V )
−1
)
log 2
 , N = 2m+1
T =
[
Cg+10 degL V log degL V (log log degL V )
−3] ,
L =
[
C
g+ 1
2
0 degL V log degL V (log log degL V )
−2
]
,
et,
T1 =
[
Cg0 degL V (log log degL V )
−2] .
Ces parame`tres sont choisis de sorte que :
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1. le nombre N est une puissance de 2 et ve´rifie l’encadrement
N
2
≤ C
g+1
2
0 (degL V )
1
2 (log degL V )
1
2 (log log degL V )
−1 < N.
2. N2 > L + 1, afin qu’une forme F bihomoge`ne de bi-degre´ (L, L) qui
est non-identiquement nulle sur A×A, ne soit pas identiquement nulle
sur la sous-varie´te´ abe´lienne B.
3. le minimum essentiel des varie´te´s intervenant est borne´, autrement
dit,
N2N1µˆ
ess(V ) ≤ c,
4. T > L, ou` T va eˆtre l’ordre d’annulation dans le lemme de Siegel, et
L le degre´ du polynoˆme construit.
5. T > T1, puisqu’on ne peut pas, par extrapolation espe´rer un ordre
d’annulation meilleur que celui dont on est parti (T1 e´tant l’ordre
d’annulation sur les sous-varie´te´s sur lesquelles on extrapole).
On fixe un premier p0 (ne de´pendant que de A) tel que pour tout premier
p ≥ p0 et pour toute place v divisant p, le morphisme de Frobenius αv sur
A existe. On fixe alors pour chaque premier p ≥ p0 une place v au dessus
de p. On note Pk l’ensemble des places ainsi obtenues.
Dans toute la suite, les ine´galite´s que l’on e´crira seront vraies pour tout
degL V et C0 assez grands (i.e., plus grands qu’une constante ne de´pendant
que du couple (A,L)).
4 Lemme de Siegel
But : fabriquer un polynoˆme, F =
∑m
i=1 biQi, a` coefficients entiers relatifs,
en les fonctions abe´liennes de A× A, tel que F est de “petite” hauteur, et
tel que F s’annule a` un ordre supe´rieur a` T sur i(V ), le long de TB.
En notant Θ l’application theˆta de´finie sur TA(C) par la composition
TA(C)
expA(C)
// A(C)
ϕL
// Pn
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associe´e a` L, ceci correspond a` trouver une solution de petite hauteur au
syste`me d’inconnues les bi
∂κF (Θ(u+ z),Θ(N(u+ z))
∂zκ |z=0
= 0, (1)
pour tout | κ |≤ T et u ∈ TA(C) tels que Θ(u) ∈ V (k).
Lemme 4 Soit θ > µˆessL (V ). Il existe un entier d0 tel que si F est une
solution du syste`me
∂κF (Θ(u+ z),Θ(N(u+ z))
∂zκ |z=0
= 0, (2)
pour tout | κ |≤ T et u ∈ TA(C) tels que Θ(u) appartient a` l’ensemble fini
Sd0(θ) =
{
x ∈ V (k) / ĥL(x) ≤ θ, [k(x) : k] ≤ d0
}
,
alors, F est une solution du syste`me (1).
De´monstration Soit d ≥ 0 un entier. On peut noter que l’ensemble Sd(θ)
est stable sous l’action de Gal(k/k) car V est une k-varie´te´. Par ailleurs,
on a clairement Sd(θ) ⊂ Sd+1(θ) pour tout d ≥ 0. Notons k[X]L le k-espace
vectoriel des polynoˆmes homoge`nes de degre´ L, et Ad(θ) le sous-k-espace
vectoriel associe´ a` Sd(θ). La suite (Ad(θ))d∈N est une suite de´croissante
d’espaces vectoriels de dimension finie, elle est donc stationnaire. Notons
d0 l’indice a` partir duquel cette suite est stationnaire. Par ailleurs, tous ces
espaces contiennent le k-vectoriel I
(T )
V |L ou` I
(T ) est la puissance symbolique
T -ie`me de I. Par de´finition de d0, si P est un polynoˆme homoge`ne de degre´
L nul sur Sd0 , il appartient a` Ad0(θ), et donc il s’annule sur
⋃
d≥0 Sd(θ).
De plus, par de´finition du minimum essentiel,
⋃
d≥0 Sd(θ) est Zariski-dense
dans V , donc le polynoˆme P s’annule sur V . Ainsi, dans le syste`me (1), on
peut se restreindre aux u ∈ TA(C) tels que Θ(u) appartient a` Sd0(θ). Par un
the´ore`me classique de Northcott, cet ensemble est fini. 
On appelle syste`me (2) le nouveau syste`me ainsi obtenu. On passe main-
tenant a` une estimation du rang.
Lemme 5 Il existe une constante c1 telle que le rang du syste`me (1) est
majore´ par
c1T (LN
2)g−1 degL V.
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De´monstration Il s’agit du lemme (ou plutoˆt de la preuve du lemme) 5.1
de [4]. En effet, dans ce lemme, les auteurs de [4] cherchent a` obtenir une
majoration du rang du syte`me
∂κF (Θ(u+ z),Θ(N(u+ z))
∂zκ |z=0
= 0, (3)
ou` u est le logarithme d’un point Q fixe´. L’ide´e est d’appliquer “l’astuce de
Philippon-Waldschmidt” (voir [13] paragraphe 6, lemme 6.7). Pour majorer
le rang de ce syste`me, ils se donnent une varie´te´ V de dimension d contenant
le point Q, et il majorent le syste`me
∂κF (Θ(u+ z),Θ(N(u+ z))
∂zκ |z=0
= 0, (4)
pour tout | κ |≤ T et u ∈ TA(C) tels que Θ(u) ∈ V (k). Il obtiennent comme
majorant du rang de ce syste`me le nombre c1T
g−d(LN2)d degL V . (on rem-
place dans leurs notations T0 par T ). En appliquant ceci a` l’hypersurface
V conside´re´e, on obtient donc le re´sultat cherche´. 
On peut maintenant e´noncer le lemme de Siegel qui nous inte´resse. Si
F =
∑
aiX
i est un polynoˆme coefficients dans k, on de´finit classiquement
sa hauteur h(F ) comme e´tant la hauteur logarithmique absolue du point
projectif de´fini par 1 et tous les coefficients ai de F .
L’objectif de l’article consiste a` montrer que, degL(V )µˆ
ess
L (V ) >
c(A,L)
log degL(V )
α .
On peut donc toujours supposer que µˆessL (V ) est strictement infe´rieur a` 1.
Proposition 4 Il existe une solution F =
∑m
i=1 biQi, bi ∈ Z du syste`me
(1) de degre´ L et de hauteur
h(F ) ≤ c2C
1
2
(g+1)
0 degL(V ) log degL(V )(log log degL V )
−2.
De´monstration Soit 1 > θ > µˆessL (V ). Par le lemme 4 il suffit, pour trouver
une solution du syste`me (1), de trouver une solution du syste`me (2). Ceci
remarque´, on est ramene´ a` une preuve classique. On suit pour cela la preuve
du lemme 5.4. de [4].
On commence par e´valuer la hauteur de syste`me (2). Le syste`me (18) ainsi
que l’ine´galite´ qui suit p. 42 de [4] nous indique que la hauteur de chaque
coefficient du syste`me est majore´e par
c′4LN
2θ + T (log(T + L) + logN) . (5)
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Par ailleurs, le nombre d’inconnues I est dimH0
(
A× A,M⊗L
)
. Le the´ore`-
me de Riemann-Roch pour les varie´te´s abe´liennes nous assure que I ve´rifie
l’encadrement
c5L
2g ≤ I ≤ c6L
2g. (6)
Notons M la matrice du syste`me (2). Elle est de´finie sur k, donc si B
de´note le noyau de M , il est muni d’une k-structure. Si b est la dimension
de B, on a b = I − rg(M). Le lemme de Siegel classique (cf. par exemple
Schmidt [15] Lemma IVB, p.10) nous indique alors qu’il existe une solution
non-triviale comme recherche´e, de hauteur
h(F ) ≤ c7
h (B)
b
, (7)
ou` h (B) repre´sente la hauteur du point B de´fini dans la grassmannienne
correspondante. De plus, le Lemma IV p.10 de [15] nous indique que
h (B) = h
(
B
⊥
)
. L’espace B⊥ e´tant l’espace vectoriel engendre´ par les
colonnes de M , sa hauteur est par de´finition majore´e par celle d’un mineur
maximal ∆max de M . Cette dernie`re hauteur est majore´e par
h(∆max) ≤ c8rg(M)
(
log(rgM) + c′4LN
2θ + T (log(T + L) + logN)
)
≤ c9T (LN
2)g−1 degL V (log(degL V ) + 2T log T ) ,
la premie`re ine´galite´ de´coulant de (5), et la seconde du lemme 5 en utilisant
e´galement le fait que T > L et T > N . En remplacant T et N par leur
valeur, on obtient
h(∆max) ≤ c10L
g−1C
(g+1)2
0 (degL V log degL V )
g+2(log log degL V )
−2(g+2).
(8)
De plus, par l’ine´galite´ (6), et par le choix de L, on a
b ≥ c11L
g−1
(
Lg+1 − c1T (N
2)g−1 degL V
)
≥ c12L
(g+1)L(g−1).
En remplac¸ant Lg+1 par sa valeur, on obtient la minoration
b ≥ c13C
(g+1)(g+ 1
2
)
0 L
g−1(degL V log degL V )
g+1(log log degL V )
−2(g+1). (9)
On reprend maintenant l’ine´galite´ (7) en remplac¸ant les parame`tres par
leurs valeurs. On obtient ainsi l’ine´galite´
h(F ) ≤ c2C
1
2
(g+1)
0 degL(V ) log degL(V )(log log degL V )
−2.
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Remarque 4 La fonction auxiliaire F ainsi construite est une forme biho-
moge`ne de bi-degre´ (L, L) non identiquement nulle sur A × A. Elle n’est
donc pas identiquement nulle sur B car N2 > L+ 1.
5 Extrapolation
On veut montrer dans ce paragraphe que F s’annule sur i (αv(V )), pour v ∈
Pk appartenant a` un ensemble convenable. Pour cela, on utilise un argument
remontant a` Dobrowolski [6] dans son ce´le`bre article sur la conjecture de
Lehmer sur les points pour Gm. Cet argument a e´te´ re´e´crit et adapte´ dans
le cadre des varie´te´s abe´liennes de type C.M. dans l’article [4] suivant des
ide´es de Laurent [9]. Ce que l’on fait ici repose sur le paragraphe 6 de [4].
Proposition 5 La fonction auxiliaire F est nulle sur i (αv(V )) a` un ordre
supe´rieur a` T1 le long de TB pour toute place v ∈ Pk de norme comprise
entre 1
2
N1 et N1.
De´monstration Soit 1 > θ > µˆessL (V ). Il s’agit de reprendre la proposition
6.5. de [4]. On conserve donc leurs notations. Soient v une place comme
dans l’e´nonce´, R un point de V (k) de´fini sur une extension k′ de k de
hauteur normalise´e infe´rieure a` θ, et w une place de k′ au dessus de v.
Notons R = (R0, . . . , Rn) un syste`me de coordonne´es projectives de R dans
Ow, telles que || R ||w= 1. Soit ∂
κ un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre | κ |≤ T1
le long de TB(C). L’application du petit the´ore`me de Fermat dans le cadre
des varie´te´s abe´liennes nous donne∣∣∂κF (Fαv(R),F(N) ◦ Fαv(R))∣∣w ≤ |πv|T−|κ|w , (10)
ou` Fαv et F
(N) sont des formes homoge`nes de Ok[X] de degre´ respectifs
N(v) et 4m+1, repre´sentant respectivement l’endomorphisme de Frobenius
sur A associe´ a` v, et la multiplication par N = 2m+1. Il s’agit de l’ine´galite´
(20) p.47 de [4].
On veut maintenant sommer sur toutes les places w au-dessus de v. Mal-
heureusement, le choix du syste`me de coordonne´es projectives pour R de´-
pend de w. On est donc obliger d’alourdir les notations pour pallier ce
probe`me. Soient S, SN , Sαv , SN,αv des coordonne´es projectives non nulles
de R, F(N)(R), Fαv(R), F
(N) ◦ Fαv(R) respectivement. On note de plus
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Sw,N , Sw,αv , Sw,N,αv des coordonne´es des ces points de valeur absolue w-
adique maximale.
Soit maintenant ∂κ un ope´rateur diffe´rentiel de longueur minimale pour
lequel
∂κF
(
Fαv(R),F
(N) ◦ Fαv(R)
)
est non nul. Si |κ| est supe´rieur a` T1, on a gagne´. Sinon on applique la
formule de Leibniz en utilisant que F est bihomoge`ne de bidegre´ (L, L). On
a donc
∂κF
(
Fαv(R)
Sαv
,
F(N) (Fαv(R))
SN,αv
)
=
∂κF
(
Fαv(R),F
(N) (Fαv(R))
)
SLαvS
L
N,αv
Or ceci est e´gal a`
∂κF
(
Fαv(R)
Sw,αv
,
F(N) (Fαv(R))
Sw,N,αv
)
·
(Sw,αvSw,N,αv)
L
(SαvSN,αv)
L
.
On re´e´crit alors l’ine´galite´ (10) en passant au log, en sommant sur toutes
les places w au-dessus de v et en notant nw les degre´s locaux :∑
w/v
nw log
(∣∣∣∣∂κF (Fαv(R)Sαv , F
(N) (Fαv(R))
SN,αv
)∣∣∣∣
w
)
(11)
≤ (T − |κ|)
∑
w/v
nw log(|πv|w) + L
∑
w/v
nw log
(
|Sw,αvSw,N,αv |w
|SαvSN,αv |w
)
.(12)
Or ∑
w/v
nw log(|πv|w) = [k
′ : k] log(|πv|v) ≤ −[k
′ : k] log (N(v)) (13)
De plus, on peut voir que∑
w/v
nw log
(
|Sw,αvSw,N,αv |w
|SαvSN,αv |w
)
≤ [k′ : k] (hL(αv(R)) + hL(Nαv(R))) (14)
≤ [k′ : k]
(
N(v)ĥL(R)+N
2N(v)ĥL(R)+ c14
)
.
(15)
C’est l’ine´galite´ (21) p. 49 de [4]. En tenant compte du fait que le point
R est suppose´ de hauteur (de Ne´ron-Tate) infe´rieure a` θ, et en injectant
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ceci dans (12), on obtient, en remplac¸ant les parame`tres par leur valeur,
l’ine´galite´
−
1
[k′ : k]
∑
w/v
nw log
(∣∣∣∣∂κF (Fαv(R)Sαv , F
(N) (Fαv(R))
SN,αv
)∣∣∣∣
w
)
≥
1
2
T logN1.
(16)
Il reste a` majorer le membre de gauche de cette dernie`re ine´galite´. Notons A
ce membre de gauche. Par de´finition de la hauteur (absolue logarithmique)
projective, on a
A ≤ h
((
∂κF
(
Fαv(R)
Sαv
,
F(N) (Fαv(R))
SN,αv
))−1)
= h
(
∂κF
(
Fαv(R)
Sαv
,
F(N) (Fαv(R))
SN,αv
))
,
ceci ayant un sens grace a` l’hypothe`se de non nullite´ de ∂κF (· · · ). Il ne
reste maintenant plus qu’a` majorer cette dernie`re hauteur. Il s’agit d’un
calcul classique (cf. par exemple [4] p. 50). On obtient
A ≤ c15
(
T1 log(T1 + L) + LN
2N(v)θ + h(F )
)
. (17)
Finalement, en mettant ensemble les ine´galite´s (16) et (17), on obtient
T logN1 ≤ c16T1 log(T1 + L) + c16LN
2N1θ + c16h(F ). (18)
On remplace les diffe´rents parame`tres par leurs valeurs, et on obtient pour
le membre de gauche de l’ine´galite´,
Cg+10 degL(V ) log degL(V )(log log degL(V ))
−2,
et pour le membre de droite,
c17C
g
0 degL(V ) log degL(V )(log log degL(V ))
−2.
De`s que C0 est assez grand, on aboutit a` une contradiction. 
6 Conclusion
On commence par minorer le degre´ de l’union des varie´te´s transforme´es de
V .
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Proposition 6 Soient A une varie´te´ abe´lienne sur k de dimension g ≥ 1,
L un fibre´ en droites ample sur A, et V une sous-k-varie´te´ stricte de A,
irre´ductible sur k. On suppose que V n’est pas une re´union de sous-varie´te´s
de torsion de A, et que le nombre M de composantes ge´ome´triques de V
est majore´ par c3 degL(V )
g. On conside`re enfin un ensemble d’isoge´nies βv
admissibles deux a` deux premie`res entre elles, avec v ∈ P1k = Pk ∩ [[
N1
2
, N1]].
On a :
deg
 ⋃
v∈P1
k
βv(V )
 ≥ c4degL(V ) Ng−dimGV1
logN1
.
De´monstration Soit W une composante ge´ome´triquement irre´ductible de
V . Pour v ∈ P1k , on a, βv e´tant de´finie sur k,
card
(
ker(βv) ∩Gσ(W )
)
= card (ker(βv) ∩GW ) .
Par ailleurs, comme W n’est pas une sous-varie´te´ de torsion de A (sinon V
serait re´union de telles sous-varie´te´s), le point (2) du lemme 3 nous indique
que l’e´galite´ βv(W ) = βv (σ(W )) (et W 6= σ(W )) n’est possible que pour au
plus logM
2
≤ c17 log degL V e´le´ments v de P
1
k . Notons P
1⋆
k le sous-ensemble
de P1k obtenu en enlevant ces e´le´ments. Le the´ore`me de Chebotarev nous
indique que
card
(
P1k
)
≥ c18
N1
logN1
. (19)
En remplac¸ant N1 par sa valeur, on constate que
card
(
P1⋆k
)
≥
1
2
card
(
P1k
)
. (20)
En utilisant l’additivite´ du degre´ et les lemmes pre´ce´dents, on a
degL
 ⋃
v∈P1
k
βv(V )
 ≥ degL
 ⋃
v∈P1⋆
k
,σ∈Gal(k/k)
βv(σ(W ))
 .
Par le lemme 3, ceci est supe´rieur a`
∑
v∈P1⋆
k
degL
 ⋃
σ∈Gal(k/k)
βv(σ(W ))
 .
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Enfin, le lemme 1 nous donne l’ine´galite´
degL
 ⋃
v∈P1
k
βv(V )
 ≥M degLW ∑
v∈P1⋆
k
q(βv)
dimV
| GW ∩ ker(βv) |
.
Le lemme 2.1. (ii) de [4] nous indique que
degLGW =
[
GW : G
0
W
]
degL(G
0
W ) ≤ degL(V )
g
En particulier on en de´duit que[
GW : G
0
W
]
≤ degL(V )
g.
De plus, les βv e´tant premiers entre eux, on a
∏
v∈P1⋆
k
| ker(βv) ∩GW |=
∣∣∣∣∣∣ker
 ∏
v∈P1⋆
k
βv
 ∩GW
∣∣∣∣∣∣ . (21)
En appliquant le lemme 2, on en de´duit∣∣∣∣∣∣ker
 ∏
v∈P1⋆
k
βv
 ∩GW
∣∣∣∣∣∣ ≤ [GW : G0W ]
 ∏
v∈P1⋆
k
q(βv)
s . (22)
En appliquant l’ine´galite´ arithme´tico-ge´ome´trique, on obtient
deg
 ⋃
v∈P1
k
βv(V )
 ≥ c4 degL(V ) card (P1⋆k )Ng−11(∏
v∈P1⋆
k
| ker(βv) ∩GW |
) 1
card(P1⋆k )
. (23)
En appliquant l’ine´galite´ (22) et la minoration du cardinal de P1⋆k , on obtient
deg
 ⋃
v∈P1
k
βv(V )
 ≥ c4 degL(V ) Ng1
logN1 [GW : G
0
W ]
logN1
c56N1
∏
v∈P1⋆
k
q(βv)
g
P1⋆
k
. (24)
Enfin par de´finition de P1k , on a la majoration q(βv) ≤ N1. En appliquant
ceci et la majoration de l’indice de G0W dans GW , on a
deg
 ⋃
v∈P1
k
βv(V )
 ≥ c4degL(V ) Ng−dimGV1
logN1
.  (25)
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Remarque 5 C’est uniquement pour assurer l’ine´galite´ (20) que l’on est
conduit a` choisir l’exposant du terme log log dans N1 tel qu’indique´, plutoˆt
que l’exposant − 1
g−dimGV
qui serait plus proche des choix de [1]. Cette
ame´lioration dans [1] est rendue possible par la re´solution de deux compli-
cations techniques : passage a` une hypersurface secondaire explicitement
construite, et raffinement galoisien.
Ceci e´tant, on peut maintenant de´montrer le the´ore`me recherche´.
De´monstration : on suppose par l’absurde que l’ine´galite´ du the´ore`me a`
prouver n’est pas ve´rifie´e pour C0 = c(A,L)
− 1
g+3 assez grand (i.e. c(A,L)
suffisamment petit). Dans cette preuve, on conside`re, pour alle´ger les no-
tations, la varie´te´ abe´lienne A, comme e´tant plonge´e dans Pn. Notons Z
l’hypersurface sur k de Pn associe´e a` la forme F ◦ϕ de degre´ (N
2+1)L. Par
choix de N (a` savoir (N2 + 1) > L), la varie´te´ Z ∩ A est une hypersurface
de A. De plus, par la proposition 5, on sait que cette hypersurface contient
les varie´te´s irre´ductibles αv(V ) avec une multiplicite´ supe´rieure a` T1, pour
toute place v de norme comprise entre 1
2
N1 et N1. Donc le the´ore`me de
Be´zout ge´ome´trique nous donne :
T degL(V ) + T1 degL
 ⋃
N1
2
≤N(v)≤N1
αv(V )
 ≤ (degLA)L(N2 + 1).
Cette ine´galite´ implique en particulier que le nombre M de composantes
ge´ome´triquement irre´ductibles de V est majore´ par une expression de la
forme c3 degL(V )
g. On peut donc appliquer la proposition 6 avec βv = αv.
Celle-ci et l’ine´galite´ obtenue par le the´ore`me de Be´zout nous fournissent
l’ine´galite´
T1
degL(V ) N
g−dimGV
1
logN1
≤ c19(A)L(N
2 + 1), (26)
On remplace maintenant les parame`tres par leurs valeurs pour conclure. Si
C0 est assez grand, l’ine´galite´ est contredite : si s = g−1, les deux membres
sont du meˆme ordre de grandeur, or, dans le membre de gauche, on a un
terme constant de la forme C2g+20 , alors que dans le membre de droite, le
terme constant est de la forme C
2g+ 3
2
0 ; sinon l’ordre de grandeur du membre
de gauche est supe´rieur a` celui du terme de droite. (En fait, T1 est construit
exactement pour contredire cette ine´galite´). 
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